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INTRODUCCIÓN 
 
La estabilización de péndulos invertidos es un campo de investigación del cual 
se desprenden diversos métodos y estrategias de control para crear soluciones 
ya sea en torno al área teórica o de aplicación. Usualmente, las fuerzas 
ejercidas sobre esta clase de sistemas se encuentran de forma traslacional y 
perpendiculares al eje de rotación o pivote teniendo en cuenta que los grados 
de libertad para el centro de gravedad del péndulo son reducidos; sin embargo, 
al momento de querer equilibrar dicho centro de gravedad  usando un espacio 
tridimensional donde el punto de pivote permanece estático, la aplicación de 
fuerzas traslacionales no resulta efectiva, por lo cual surge la necesidad de 
crear un arreglo de movimientos rotativos capaces de llevar el sistema hacia un 
punto deseado. 
 
Al diseñar el sistema físico, se establecieron los tipos de componentes 
estáticos y generadores de trabajo con los cuales se realizó el modelo 
estructural simplificado del péndulo y la verificación de los espaciamientos del 
ensamblaje bajo el software CAD Solidworks. 
 
Luego, ya que se desea estabilizar un sistema cuyo movimiento depende 
únicamente de fuerzas rotacionales, el procedimiento siguiente constó de la 
formulación matemática del modelo de la planta utilizando un método 
convencional para hallar las ecuaciones de movimiento,  teniendo únicamente 
como base el punto de equilibrio deseado, las fuerzas externas aplicadas y las 
coordenadas rotacionales de su propio centro de gravedad. 
 
Para llevar a cabo la culminación del proyecto, se realizaron aproximaciones  
que evalúan las capacidades del controlador desarrollado frente a un 
controlador clásico, logrando de este modo la recopilación de datos 
comparativos y la determinación de la eficacia del controlador de tipo no lineal 
con el cual es posible simular todo el conjunto, evidenciando finalmente el 
comportamiento dinámico de la planta alrededor del punto de operación 
preestablecido y resaltando la correlación existente entre los diferentes 
elementos del sistema. 
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1. ELABORACIÓN DE LA PLANTA 
 
En la elaboración del modelado matemático y computacional se tomaron en 
consideración múltiples factores, tanto en las dimensiones generales de la 
planta como en la selección y adecuación de los componentes móviles para el 
correcto posicionamiento y estabilización del sistema, basados en sistemas de 
posicionamiento inercial satelitales y sistemas de posicionamiento inercial 
experimentales bajo efectos de la gravedad. 
 
Dichos mecanismos inerciales tienden a acoplarse sobre los sistemas de 
posicionamiento en donde es crucial lograr cierto grado de precisión, 
principalmente localizados en los satélites artificiales de exploración y de 
observación, tomando como ejemplos claros de estos últimos la sonda espacial 
Hayabusa y el telescopio espacial Hubble respectivamente. Al no contar con 
una superficie de apoyo, estas máquinas yacen dependientes sobre los 
movimientos rotatorios en sus tres ejes al momento de poderse estabilizar y 
posicionar en cualquier dirección, utilizando ruedas de reacción para efectuar 
movimientos precisos en el espacio. 
 
Aun cuando las aplicaciones principales del sistema de posicionamiento en 
cuestión se basan en efectos de reacción bajo efectos nulos de la gravedad, 
sus principios físicos y matemáticos presentan la capacidad de poderse 
adaptar en mecanismos que se hallen sometidos a susodichas fuerzas, 
permitiendo incorporar los beneficios de control y precisión entregados a causa 
del movimiento inercial. 
 
Aquellos desarrollos de investigación ajenos al espacio se pueden evidenciar 
en sistemas similares al Cubli [1] y [2], péndulo invertido tridimensional con 
forma de cubo capaz de posicionarse y estabilizarse sobre de sus vértices 
partiendo desde un punto de reposo sobre cualquiera de sus caras. El cubo 
cuenta con un arreglo de ruedas de reacción para lograr sus movimientos, 
sistema de posicionamiento similar al disponible sobre los satélites artificiales el 
cual puede ser definido simplificadamente como la integración de métodos y 
conceptos de control espaciales sobre una planta afectada por efectos de la 
gravedad 
 
 
1.1 PÉNDULO INVERTIDO CON RUEDA DE REACCIÓN 
 
La planta triaxial que se desea controlar parte de un péndulo invertido como se 
muestra en la Figura 1, el cual es un mecanismo similar en funcionamiento 
pero de menor complejidad, ya que sus grados de libertad se encuentran 
restringidos a un espacio bidimensional. Sin embargo, de este péndulo 
invertido con una rueda de reacción se desglosan características dinámicas 
cuyas cualidades son adaptadas a un campo tridimensional. 
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Figura 1. Péndulo Invertido Bidimensional con Rueda de Reacción 
 
[Autor] 
 
En este caso, el centro de la rueda de reacción se encuentra convenientemente 
situado sobre el centro de la barra, teniendo en consideración que dicha 
disposición de las piezas corresponde con el punto donde yace el centro de 
gravedad del péndulo en general, facilitando el posterior cálculo de las 
ecuaciones de movimiento. 
 
 
1.2 MODELADO MATEMÁTICO DEL SISTEMA BIDIMENSIONAL 
 
Usualmente, el método implementado para hallar las ecuaciones de 
movimiento de un sistema físico está basado en el análisis de fuerzas dado por 
las ecuaciones de Newton. Aun cuando las ecuaciones de Newton permiten 
realizar aproximaciones intuitivas y de forma gráfica, dicho método puede ser 
reemplazado abordando las ecuaciones de Lagrange, las cuales son un 
conglomerado de reglas de carácter matemático asociadas a la dinámica 
analítica [3] y orientadas hacia el balance de energías en un sistema. Siendo el 
método de Lagrange matemáticamente más robusto, facilita la manipulación y 
el cálculo de sistemas con múltiples grados de libertad, lo cual únicamente 
puede ser logrado mediante las ecuaciones de Newton al definir numerosas 
restricciones cinemáticas para reducir la cantidad de incógnitas [4]. 
 
A continuación, se definen en la Figura 2 una serie de parámetros que le 
brindan consistencia a los cálculos realizados mediante el método de 
Lagrange: 
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Figura 2. Parámetros del Péndulo Invertido con Rueda de Reacción 
 
[Autor] 
 
Donde: 
 
 
g= aceleración gravitacional. 
 
M2= masa de la rueda. 
B1= fricción de la barra en P1. 
 
L1= longitud total de la barra. 
B2= fricción de la rueda en P2. L2= longitud hasta el centro de masa 
de la barra. 
 
CB= centro de masa de la barra. 𝝋= ángulo del péndulo respecto al eje 
vertical. 
CR= centro de masa de la rueda. 𝜽= ángulo de la rueda de reacción. 
 
M1= masa de la barra. 𝝉= par ejercido por el motor. 
 
 
Una vez establecidas las características físicas que gobiernan la planta, se 
procede con la formulación de las energías cinéticas (1) y potenciales (2) 
dentro del sistema dado el punto de equilibro previamente estipulado (eje 
vertical del plano bidimensional), con lo cual se define la función Lagrangiana 
(3) y [5]. 
 
𝑇 =
𝐼2𝑃2(?̇? + ?̇?)
2
+
𝑀2 ∗ 𝐿22 ∗ ?̇?2
2
+  
𝐼1𝑃1 ∗ ?̇?
2
2
          (1) 
 
𝑉 = (𝑀2 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿2 ∗ cos 𝜑) + (𝑀1 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿2 ∗ cos 𝜑)      (2) 
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𝐿 = 𝑇 − 𝑉          (3) 
 
Donde: 
 
I1P1= momento de inercia de la barra alrededor del punto P1. 
I2P2= momento de inercia de la rueda alrededor del punto P2. 
 
 
Tras haber definido la función Lagrangiana correspondiente al sistema, el 
procedimiento para hallar las ecuaciones de movimiento se encuentra basado 
en la aplicación de dicha función conjunto a al método de Euler-Lagrange (4). 
 
 
𝑑
𝑑𝑡
(
𝛿𝐿
𝛿?̇?𝑗
) − (
𝛿𝐿
𝛿𝑞𝑗
) = 𝑄𝑗           (4) 
 
Obteniendo el resultado siguiente al reemplazar L en (4) y efectuando las 
respectivas operaciones. 
 
 
?̈? =
−𝐼2𝑃2 ∗ ?̈? + sin 𝜑 (𝑀2 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿2 + 𝑀1 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿2) − 𝐵1?̇?
𝐼2𝑃2 + 𝑀2 ∗ 𝐿22 + 𝐼1𝑃1
          (5) 
 
 
?̈? =  
𝜏 − 𝐼2𝑃2 ∗ ?̇? − 𝐵2?̇?
𝐼2𝑃2
          (6) 
 
Donde: 
 
 
?̈?= ecuación de movimiento de la 
barra. 
 
𝒒𝒋= coordenadas generalizadas (φ y 
θ). 
?̈?= ecuación de movimiento de la 
rueda. 
 
𝑸𝒋= fuerzas generalizadas (−𝐵1?̇?, 
−𝐵2?̇? y 𝜏) 
 
 
1.3 MODELADO MATEMÁTICO DEL SISTEMA TRIAXIAL 
 
En esencia, el modelo matemático del sistema triaxial es un arreglo de las 
ecuaciones de movimiento del sistema bidimensional sobre diferentes planos 
en el espacio tridimensional. Aun así, pese a que la planta tridimensional está 
constituida por replicas bidimensionales posicionadas en coordenadas 
diferentes del espacio, no existe independencia dinámica entre los tres 
péndulos debido a la unificación de las barras sobre una estructura en común. 
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Las ruedas de reacción, al ser fuentes generadoras del torque aplicado sobre 
todo el sistema, crean perturbaciones en los demás ejes de rotación. Con la 
finalidad de considerar los efectos del movimiento causados por la unión de los 
péndulos, se plantean acoples mecánicos entre las ruedas utilizando los 
principios físicos de conversión de fuerzas lineales y rotacionales. 
 
La formulación de los efectos de acople principia con la asignación arbitraria de 
sentidos de rotación, utilizados como referencias iniciales para determinar las 
fuerzas aplicadas entre cada una de las ruedas a partir de la convención 
propuesta en la Figura 3. 
 
 
Figura 3. Convención de Sentidos de Rotación 
 
[Autor] 
 
Tomando inicialmente el efecto de la fuerza tangencial de la rueda número tres 
sobre la rueda número uno, el cálculo para la determinación del acople es el 
siguiente: 
 
𝐹31 =
𝜏3
𝑟3
=  
𝐼3𝑃3 ∗ ?̈?3
𝑟3
          (7) 
 
Siendo 𝐹31 opuesta a la dirección de la fuerza tangencial en la rueda número 
uno, su signo es negativo, por lo tanto el torque aplicado sobre la rueda uno es: 
 
𝜏31 =  −𝐹31 ∗ 𝑟1 = − (
𝐼3𝑃3 ∗ ?̈?3
𝑟3
) ∗ 𝑟1          (8) 
 
𝜏31 =  −(𝐼3𝑃3 ∗ ?̈?3) 
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Dado que el procedimiento para hallar el efecto de las fuerzas tangenciales 
sobre cada una de las ruedas es exactamente el mismo, la totalidad de los 
acoples resultantes son definidos como prosigue: 
 
 
𝜏31 =  −(𝐼6𝑃6 ∗ ?̈?3) 
 
𝜏21 =  −(𝐼4𝑃4 ∗ ?̈?2) 
𝜏12 =  −(𝐼2𝑃2 ∗ ?̈?1) 
 
𝜏32 =  −(𝐼6𝑃6 ∗ ?̈?3) 
𝜏13 =  −(𝐼2𝑃2 ∗ ?̈?1) 𝜏23 =  −(𝐼4𝑃4 ∗ ?̈?2) 
 
 
Por último, utilizando (5) y (6) y aplicando los acoples respectivos en la 
ecuación de movimiento de cada rueda, el conjunto de ecuaciones que 
describen al sistema triaxial es aquel definido a continuación: 
 
 
?̈?1 =
−𝐼2𝑃2 ∗ ?̈?1 + sin 𝜑1 (𝑀21 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿21 + 𝑀11 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿21) − 𝐵11 ∗ ?̇?1
𝐼2𝑃2 + 𝑀21 ∗ 𝐿21
2 + 𝐼1𝑃1
 
 
?̈?1 =  
𝜏1 − 𝐼2𝑃2 ∗ ?̇?1 − 𝐵21 ∗ ?̇?1 − 𝐼4𝑃4 ∗ ?̈?2 − 𝐼6𝑃6 ∗ ?̈?3
𝐼2𝑃2
 
 
 
 
?̈?2 =
−𝐼2𝑃4 ∗ ?̈?2 + sin 𝜑2 (𝑀22 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿22 + 𝑀12 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿22) − 𝐵12 ∗ ?̇?2
𝐼4𝑃4 + 𝑀22 ∗ 𝐿22
2 + 𝐼3𝑃3
 
 
?̈?2 =  
𝜏2 − 𝐼4𝑃4 ∗ ?̇?2 − 𝐵22 ∗ ?̇?2 − 𝐼2𝑃2 ∗ ?̈?1 − 𝐼6𝑃6 ∗ ?̈?3
𝐼4𝑃4
 
 
 
 
?̈?3 =
−𝐼6𝑃6 ∗ ?̈?3 + sin 𝜑3 (𝑀23 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿23 + 𝑀13 ∗ 𝑔 ∗ 𝐿23) − 𝐵13 ∗ ?̇?3
𝐼6𝑃6 + 𝑀23 ∗ 𝐿23
2 + 𝐼5𝑃5
 
 
?̈?3 =  
𝜏3 − 𝐼6𝑃6 ∗ ?̇?3 − 𝐵23 ∗ ?̇?3 − 𝐼2𝑃2 ∗ ?̈?1 − 𝐼4𝑃4 ∗ ?̈?2
𝐼6𝑃6
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Donde: 
 
Inercia de las barras uno, dos y tres 
sobre su punto de rotación 
respectivamente= 𝑰𝟏𝑷𝟏, 𝑰𝟑𝑷𝟑, 𝑰𝟓𝑷𝟓. 
Inercia de las ruedas uno, dos y tres 
sobre su punto de rotación 
respectivamente= 𝑰𝟐𝑷𝟐, 𝑰𝟒𝑷𝟒, 𝑰𝟔𝑷𝟔. 
 
Masas de las barras uno, dos y tres 
respectivamente= 𝑴𝟏𝟏, 𝑴𝟏𝟐, 𝑴𝟏𝟑. 
Masa de las ruedas uno, dos y tres 
respectivamente= 𝑴𝟐𝟏, 𝑴𝟐𝟐, 𝑴𝟐𝟑. 
 
Fricción de las barras uno, dos y tres 
sobre sus puntos de rotación 
respectivamente= 𝑩𝟏𝟏, 𝑩𝟏𝟐, 𝑩𝟏𝟑. 
Fricción de las ruedas uno, dos y tres 
sobre sus puntos de rotación 
respectivamente= 𝑩𝟐𝟏, 𝑩𝟐𝟐, 𝑩𝟐𝟑. 
 
Ecuaciones de movimiento de las 
barras uno, dos y tres 
respectivamente= ?̈?𝟏 = ?̈?𝟐 = ?̈?𝟑. 
Ecuaciones de movimiento de las 
ruedas uno, dos y tres 
respectivamente= ?̈?𝟏, ?̈?𝟐, ?̈?𝟑. 
 
Radio de las ruedas uno, dos y tres 
respectivamente= 𝒓𝟏, 𝒓𝟐,  𝒓𝟑. 
 
Longitud hasta el centro de masa de 
las barras uno, dos y tres 
respectivamente= 𝑳𝟐𝟏, 𝑳𝟐𝟐, 𝑳𝟐𝟑. 
Par ejercido por el motor en la rueda 
uno, dos y tres respectivamente= 
𝝉𝟏,  𝝉𝟐,  𝝉𝟑. 
 
 
 
1.4 DISEÑO CAD DEL MODELO SIMPLIFICADO 
 
Dentro del diseño se hallan únicamente las partes móviles y estáticas 
significativas basadas en las características generales de pequeños satélites 
como el Cubesat [6] y el Cubli, siendo una de ellas la rueda de reacción (Figura 
4), encargada aplicar la fuerza rotacional necesaria sobre toda la estructura 
para que de este modo el sistema alcance la referencia y permanezca estable 
al rededor del punto de operación requerido. 
 
Figura 4. Rueda de Reacción 
 
[Autor] 
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Por otra parte, el homólogo de la barra en el sistema dinámico triaxial contrae 
cierta semejanza con una de las secciones de un cubo, tomando como 
referencia los satélites previamente mencionados elaborados con dicha 
configuración geométrica (Figura 5). 
 
 
Figura 5. Estructura del Péndulo Triaxial 
 
[Autor] 
 
 
Acoplando las ruedas de reacción a la estructura y agregando una base de 
referencia para su posicionamiento, el sistema triaxial es aquel ilustrado en la 
Figura 6, en donde es posible apreciar la naturaleza de la planta ubicando los 
tres péndulos alrededor de su punto de operación. 
 
Figura 6. Modelo CAD del Péndulo Invertido Triaxial 
 
[Autor] 
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No obstante, como la simulación en la cual interactúa el sistema de control con 
el modelo CAD parte del péndulo invertido bidimensional bajo efectos 
gravitatorios, se realizan modificaciones permitiendo el acople del péndulo a la 
base donde rota libremente sobre un único eje (Figura 7). 
 
 
Figura 7. Estructura del Péndulo Bidimensional 
 
[Autor] 
 
 
Obteniendo de esta forma el sistema bidimensional con el cual se visualizan en 
tiempo real la dinámica de la planta desarrollada matemáticamente y los 
efectos del sistema de control durante la etapa de simulación (Figura 8). 
 
 
Figura 8. Modelo CAD del Péndulo Invertido con Rueda de Reacción 
 
[Autor] 
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2. DETERMINACIÓN DEL MÉTODO DE CONTROL NO LINEAL Y DISEÑO 
DEL CONTROLADOR 
 
Los péndulos invertidos nacen como un sistema comúnmente utilizado para la 
práctica y comprobación de diversos métodos de control. Su popularidad radica 
principalmente sobre el hecho de que sin la implementación del control, esta es 
una planta completamente inestable, teniendo como resultado la caída del 
péndulo al no aplicar fuerzas externas para su posicionamiento [7]. Como 
consecuencia, el objetivo de esta sección recae plenamente en la 
determinación de un sistema de control no lineal y la metodología 
implementada en su diseño con lo cual se garantiza la concordancia entre el 
resultado de sus parámetros internos y la dinámica de la planta. 
 
 
2.1 CONTROLADOR BASADO EN LÓGICA DIFUSA 
 
Los sistemas de inferencia difusos son aquellos cuya estructura de cómputo 
está ligada al razonamiento humano, utilizando valores de carácter lingüístico y 
un grupo de reglas tipo “si-entonces” con las cuales es posible hallar un 
resultado deseado. 
 
Conceptualizando el término de valores lingüísticos, se pueden traer a colación 
ejemplos que tomen cualquier tipo de datos numéricos como entrada a un 
sistema difuso donde son transformados en información cualitativa utilizando 
palabras  del lenguaje cotidiano (“fuzzificación”), o de modo contrario, la 
conversión de palabras a  valores numéricos para su posterior uso como datos 
de salida del sistema difuso (“defuzzificación”).  
 
La ventaja de este tipo de sistemas no solamente radica en la inteligibilidad de 
su comportamiento interno por medio de un lenguaje explicito, pero también en 
la capacidad de asociar con precisión múltiples valores numéricos intermedios 
sobre un rango determinado a una cantidad relativamente limitada de variables 
lingüísticas, es decir, se puede lograr una “transición gradual desde el punto en 
que cada valor numérico pertenece a la variable, hasta el punto en que no 
pertenece, donde dicha transición es caracterizada por funciones de 
membrecía” [8].  
 
El método para ligar las funciones de membrecía de los datos de entrada con 
las funciones de membrecía de los datos de salida de un sistema difuso está 
basado en la formulación de un conjunto de reglas condicionales, determinadas 
en cantidad al considerar observaciones respecto al comportamiento del 
sistema que se desea controlar o a partir del número de posibles 
combinaciones entre las variables lingüísticas que definen las funciones de 
membrecía en las entradas difusas. Estas reglas condicionales son utilizadas 
en la etapa final del controlador difuso donde se desea obtener un valor 
numérico de salida, equivalente en este caso a la señal de control aplicada 
sobre la planta, por medio de métodos de cuantificación también conocidos 
como métodos de defuzzificación. 
18 
 
 
2.2 ESTRUCTURA DEL CONTROLADOR 
 
Entrando en materia, el sistema difuso implementado sobre el péndulo 
bidimensional es un controlador multivariable tipo Takagi-Sugeno de orden 
cero, lo cual quiere decir que las funciones de membresía en la salida son 
valores constantes [8]. 
 
Las tres variables seleccionadas para el proceso de retroalimentación son 
aquellas de carácter crítico para la estabilización del péndulo alrededor de su 
punto de equilibrio, siendo la más significativa el ángulo del péndulo, con el 
cual se determina si la planta yace cercana o no a su referencia, también la 
velocidad angular de la rueda, ya que cambios de esta variable en cortas 
unidades de tiempo al multiplicarse por el momento de inercia de la rueda 
generan la fuerza rotacional necesaria para el movimiento del péndulo, y por 
último la velocidad angular de la barra, debido a que la intensidad del torque 
ejercido sobre el sistema fluctúa dependiendo de su magnitud. Por otra parte, 
la variable de salida del controlador es el torque que debe de ejercer la rueda 
de reacción en el sentido requerido. 
 
Tras haber seleccionado las variables de retroalimentación, la determinación de 
las etiquetas lingüísticas que describen los estados de los tres datos de entrada 
encargadas de la etapa de fuzzificación parten de la observación del 
comportamiento dinámico del péndulo, obteniendo como resultado valores 
descriptivos semejantes a “positivo”, “negativo” y “cero” implementados en sus 
funciones de membrecía. 
 
Matemáticamente, en el proceso de fuzzificación existen funciones de 
membrecía Gaussianas, cuya estructura interna contiene parámetros de 
afinación asociados a su forma en el plano cartesiano con los cuales se 
posibilita el acercamiento a una respuesta deseada. La función Gaussiana es 
entonces expresada de la manera siguiente: 
 
 
𝑢𝑖𝑗(𝑥𝑖) = 𝑒
−
1
2(
𝑥𝑖𝑗−𝑐𝑖𝑗
𝜎𝑖𝑗
)
2
          (7)
 
 
 
Donde: 
 
Valor numérico de entrada= 𝑥𝑖. Centro de la función Gaussiana= 𝑐𝑖𝑗. 
 
Ancho de la función Gaussiana= 𝜎𝑖𝑗. 
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De esta forma, los datos de entrada se definen como el conjunto de tres 
variables, contando cada una de ellas con tres funciones de membrecía de 
carácter Gaussiano (Figura 9), puesto que como recomendación, “si poca 
atención es dedicada a la interpretación y localización de las reglas” [9] este 
tipo de función es idóneo para el proceso de fuzzificación. No obstante, el 
problema de selección de funciones de membrecía no ha sido resuelto 
teóricamente en la actualidad [10], quedando a merced del libre albedrio e 
intuición provenientes de la interacción con el sistema que se desea controlar. 
 
 
Figura 9. Funciones de Membrecía Gaussianas Implementadas en las 
Entradas Difusas 
 
[Autor] 
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Una vez descritas las funciones de membrecía en las entradas con las cuales 
se realiza el proceso de fuzzificacion, es igualmente necesario describir las 
funciones y etiquetas lingüísticas encargadas del proceso de defuzzificacion, 
transformando el resultado cualitativo en un dato numérico utilizado 
últimamente como señal de control. 
 
Al igual que con las funciones de membrecía en las entradas, la determinación 
de las etiquetas lingüísticas encargadas de describir los estados de la salida en 
el sistema difuso parten de la observación del comportamiento dinámico del 
péndulo, obteniendo como resultado valores descriptivos equivalentes a 
“positivo”, “negativo” y “nulo”. Sin embargo, la cantidad de funciones de 
membrecía en la salida debe de igualarse al número de reglas tipo “si-
entonces” incluidas en el sistema, por lo tanto se implementaron rangos para 
describir totalmente los tres posibles estados de la salida, donde los rangos 
“positivo” y “negativo” constan de trece funciones de membrecía y el rango 
“cero” consta de una sola función de membrecía. 
 
El método mediante el cual el número de reglas tipo “si-entonces” es hallado, 
parte de las posibles combinaciones existentes entre las etiquetas lingüísticas 
que definen las funciones de membrecía de cada variable de entrada, uniendo 
cada una de ellas con su respectiva consecuencia referente al torque, 
obteniendo así el conglomerado de veintisiete reglas ilustradas en la Figura 10. 
 
 
Figura 10. Conjunto de Reglas del Controlador Difuso 
 
[Autor] 
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Conociendo las funciones de pertenencia en las entradas y salidas y el tipo de 
reglas encargadas de describir las acciones del controlador, la etapa final del 
sistema de control difuso yace en el método de cuantificación. 
 
Como el modelo de inferencia difuso implementado es tipo Takagi-Sugeno de 
orden cero, las funciones de membrecía de valor constante pueden ser vistas 
como consecuencias pre-defuzzificadas [8], evitando procesos de 
defuzzificacion como lo es el del sistema de inferencia tipo Mamdani el cual 
requiere mayores recursos de cómputo debido a su complejidad. Previo a la 
descripción matemática del proceso de cuantificación, las funciones de 
membrecía tanto de las entradas como de las salidas y las operaciones 
booleanas efectuadas entre ellas son representadas con subíndices como 
consecuencia de su cantidad. 
 
 
Tabla 1. Funciones de Membresía de Entradas y Salidas 
Angulo del 
Péndulo 
Velocidad 
Angular de la 
Rueda 
Velocidad 
Angular del 
Péndulo 
Torque 
Negativo= 
𝑢12(𝑥1) 
Negativa= 
𝑢21(𝑥2) 
Negativa 
=𝑢31(𝑥3) 
 
Negativo 
Máximo= 𝐶111 
 
Cero= 𝑢12(𝑥1) Cero= 𝑢22(𝑥2) Cero= 𝑢32(𝑥3) ⁞ 
 
Positivo= 𝑢13(𝑥1) Positiva= 𝑢23(𝑥2) Positiva= 𝑢33(𝑥3) Positivo Máximo= 
𝐶333 
 
 
Ya que  cada regla tiene una consecuencia de valor numérico, la magnitud total 
de la señal de salida es obtenida aplicando el método del promedio ponderado 
descrito a continuación: 
 
 
𝑤𝑖𝑗𝑘 = 𝑢1𝑖(𝑥1) ∗ 𝑢2𝑗(𝑥2) ∗ 𝑢3𝑘(𝑥3)          (8) 
 
𝑃𝑖𝑗𝑘 =  𝑤𝑖𝑗𝑘 ∗ 𝐶𝑖𝑗𝑘          (9) 
 
𝑢 =
∑ ∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗𝑘
3
𝑘=1
3
𝑗=1
3
𝑖=1
∑ ∑ ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑘
3
𝑘=1
3
𝑗=1
3
𝑖=1
          (10) 
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2.3 SISTEMA ADAPTATIVO DE INFERENCIA NEURO-DIFUSA (ANFIS) 
 
Debido al volumen de parámetros que deben de ser individualmente ajustados 
en el sistema difuso, la aplicación de un método heurístico para la identificación 
de sus respectivos valores numéricos traería como consecuencia datos 
inapropiados o márgenes de error no tolerables. Con el fin de garantizar el 
correcto funcionamiento del controlador, es imprescindible la implementación 
de un sistema adaptativo capaz de aproximar el resultado de los parámetros 
requeridos. 
 
La arquitectura ANFIS está constituida por cinco capas, encargadas en esta 
ocasión, de recrear en términos de una red adaptativa la estructura difusa tipo 
Takagi-Sugeno mencionada previamente. La configuración de este sistema es 
aquella presentada en la Figura 11, la cual cuenta únicamente con dos 
entradas y dos funciones de pertenencia en cada entrada debido a la 
practicidad del ejemplo.  
 
Figura 11. Arquitectura ANFIS Equivalente al Modelo Tagaki-Sugeno 
 
Fuente: [8] 
 
La definición de cada capa sustentada a continuación proviene de [11]: 
 
La primera capa consta de nodos adaptativos correspondientes a las funciones 
de membrecía tipo Gaussianas seleccionadas con anterioridad, donde 𝐴𝑖 y 𝐵𝑖  
equivalen a las variables lingüísticas asociadas a cada función de membrecía 
en las entradas del sistema difuso. Partiendo de la función en (7), los datos {𝜎𝑖  
𝑐𝑖} son denominados parámetros de premisa, específicamente aquellas 
variables en las cuales se desea un cambio, afectando la forma de la función 
Gaussiana y consecuentemente el proceso de fuzzificación. 
Donde: 
 
  
𝒘𝒊𝒋𝒌= pesos de la 
función. 
𝑷𝒊𝒋𝒌= reglas. 𝒖= promedio ponderado 
/ salida de control 
 
𝒊= numero de funciones 
de membrecía en la 
primera entrada (x1). 
𝒋= numero de funciones 
de membrecía en la 
segunda entrada (x2). 
𝒌= numero de funciones 
de membrecía en la 
tercera entrada (x3). 
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La salida de cada nodo en la segunda capa equivale al producto de todas sus 
entradas como consecuencia de la operación AND difusa en la base de reglas, 
representando la fuerza de activación de la regla evaluada. Posteriormente, en  
la tercera capa se realiza el cálculo referente a la razón entre la fuerza de 
activación de una de las reglas sobre la suma de todas las fuerzas de 
activación que intervienen en el nodo evaluado, denominado a las salidas como 
fuerzas de activación normalizadas. 
 
Los nodos en la cuarta capa son todos adaptativos, multiplicando las fuerzas 
de activación normalizadas con su respectivo conjunto de parámetros, donde el 
conjunto de parámetros hace referencia a las consecuencias o funciones de 
pertenencia en la salida del sistema difuso. Por último, en la quinta capa, el 
único nodo presente es aquel encargado de computar la salida total como la 
suma de todas sus señales de entrada. 
 
Tras haber definido la composición de la arquitectura ANFIS, el último paso 
consiste en identificar los valores tanto de los parámetros de premisa como de 
los parámetros en las consecuencias, utilizando el algoritmo de aprendizaje 
híbrido conjunto a los datos de entrenamiento obtenidos de la dinámica de la 
planta alrededor de su punto de operación (Anexo 1) y una estructura base del 
sistema difuso con valores iniciales de los parámetros de premisa y las salidas 
(Anexo 2). 
 
 
2.4 ALGORITMO DE APRENDIZAJE HÍBRIDO FUERA DE LÍNEA 
 
El algoritmo de aprendizaje híbrido combina los beneficios de la estimación por 
mínimos cuadrados y el método de gradiente descendente aplicados en la 
estructura ANFIS bajo dos secuencias concretas. Cada época o iteración de 
este proceso de aprendizaje hibrido está compuesta por una secuencia hacia 
adelante y otra hacia atrás, “específicamente, en la secuencia directa del 
algoritmo hibrido, la salida de los nodos es dirigida hacia delante hasta llegar a 
la cuarta capa y posteriormente los parámetros de las consecuencias son 
identificados por el método de mínimos cuadrados. En el proceso de retroceso, 
las señales del error son propagadas hacia atrás y los parámetros de premisa 
son actualizados por el método de gradiente descendente” [11]. La Figura 12 
ilustra en resumen las actividades de cada secuencia. 
 
 
Figura 12. Actividades en el Procedimiento de Aprendizaje Híbrido para la 
Arquitectura ANFIS 
 
[Fuente: (11)] 
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2.4.1 Estimación por mínimos cuadrados 
 
En la estimación por mínimos cuadrados según [8], el modelo que describe 
cada salida deseada 𝑦𝑖 es representado por la suma de los pesos multiplicados 
con su respectiva función de pertenencia en la salida, donde el subíndice 𝑚 
hace referencia a la cantidad de datos de entrenamiento como se puede 
observar en (12). 
 
 
𝑦1 = 𝑢11(𝑥11) ∗ 𝑢22(𝑥22) ∗ 𝑢31(𝑥33) ∗ 𝐶111 + ⋯ + 𝑢13(𝑥11) ∗ 𝑢23(𝑥21) ∗ 𝑢33(𝑥31) ∗ 𝐶333
⋮
𝑦𝑚 = 𝑢11(𝑥1𝑚) ∗ 𝑢22(𝑥2𝑚) ∗ 𝑢31(𝑥3𝑚) ∗ 𝐶111 + ⋯ + 𝑢13(𝑥1𝑚) ∗ 𝑢23(𝑥2𝑚) ∗ 𝑢33(𝑥3𝑚) ∗ 𝐶333
 
 
(12) 
 
 
Utilizando notación matricial, los pesos del conjunto de ecuaciones anterior son 
normalmente catalogados como la matriz de diseño (13) y sus valores iniciales 
son aquellos previamente seleccionados como punto de partida en la estructura 
base del sistema difuso. 
 
 
𝐴 = [
𝑤111(𝑥11, 𝑥21, 𝑥31) … 𝑤333(𝑥11, 𝑥21, 𝑥31)
⋮ ⋮ ⋮
𝑤111(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚, 𝑥3𝑚) … 𝑤333(𝑥1𝑚, 𝑥2𝑚 , 𝑥3𝑚)
]          (13) 
 
 
Posteriormente, los veintisiete parámetros desconocidos, siendo en esta 
ocasión las funciones de pertenencia de valor numérico en la salida del sistema 
difuso,  son descritos en (14). 
 
 
𝛼 = [
𝐶111
⋮
𝐶333
]          (14) 
 
 
Por último, las salidas deseadas tomadas de la adquisición de datos alrededor 
del punto de operación se plantean de la siguiente manera en (15). 
 
 
𝑦 = [
𝑦1
⋮
𝑦𝑚
]          (15) 
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Como el número de datos utilizados en el proceso de identificación es mayor al 
número de parámetros desconocidos, “una solución exacta que satisfaga las 
‘m’ ecuaciones no siempre es posible, principalmente por el hecho de que la 
información puede estar contaminada por ruido o el modelo puede no ser el 
apropiado para describir el sistema. Por lo tanto…debe de agregarse un vector 
de error que tome en consideración ruido aleatorio o errores en el modelado” 
[8] de la forma que sigue: 
 
 
𝑒 = 𝑦 − 𝐴𝛼          (16) 
 
“Ahora, en vez de encontrar la solución exacta de lo que sería 𝜶 = 𝑨−𝟏𝒚, se 
halla una solución de 𝜶 aproximada que minimice la suma del error cuadrático”                                                                   
definida por la ecuación (17), “utilizando valores de 𝜶 específicos" [8] también 
provenientes de la estructura base del controlador difuso. 
 
 
𝐸(𝛼) = 𝑒𝑇𝑒 = (𝑦 − 𝐴𝛼)𝑇(𝑦 − 𝐴𝛼)         (17) 
 
El error cuadrático en la ecuación 17 “es minimizado cuando 𝜶 es igual a 𝜶 
aproximado, llamado estimador de mínimos cuadrados el cual satisface la 
ecuación (18)” [8]. 
 
 
𝐴𝑇𝐴𝛼𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥 = 𝐴
𝑇𝑦          (18) 
 
Despejando 𝛼𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥, se obtiene el resultado de los parámetros desconocidos 
(19). 
 
 
𝛼𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥 = (𝐴
𝑇𝐴)−1𝐴𝑇𝑦         (19) 
 
 
 
2.4.2 Método de gradiente descendente 
 
“Este método demanda por parte del usuario la definición del posicionamiento 
inicial de las funciones de membrecía en las entradas” [9] tomadas igualmente 
de la estructura base del controlador difuso. ”A pesar de su lenta convergencia, 
este método de optimización no lineal es el más frecuentemente usado debido 
al grado de simplicidad en sus cálculos” [8]. 
 
A groso modo, la estructura del método de gradiente descendente consta de 
las variables desconocidas, siendo estas los parámetros de premisa en las 
funciones de pertenencia de las entradas, la incorporación de los valores 
iniciales referentes al torque tomados de la dinámica de la planta alrededor de 
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su punto de operación, como también el vector de gradiente con su respectiva 
función del error y el cálculo que determina el tamaño del paso en el proceso 
de minimización. 
 
De esta forma, la fórmula de gradiente descendente es descrita a continuación 
en (20): 
 
 
𝛽𝑠𝑖𝑔𝑢𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 = 𝛽𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 − 𝜂𝑔          (20) 
 
 
Donde 𝛽𝑠𝑖𝑔𝑢𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 es la matriz de los nuevos parámetros de premisa, 𝛽𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑙 los 
nueve parámetros de premisa iniciales tomados de la estructura base del 
controlador difuso, 𝜂 el tamaño del paso en el proceso de minimización descrito 
en [8] y 𝑔 el vector gradiente. 
 
El vector gradiente toma en consideración la suma del error cuadrático en el 
torque, utilizando los valores tomados de la dinámica del sistema  y la salida de 
control en (10) la cual cuenta con todos los parámetros de premisa. 
 
 
𝑔𝛽𝑠𝑖𝑔𝑢𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 =
𝜕𝐸(𝛽)
𝜕𝛽
          (21) 
 
 
Donde la suma del error cuadrático del torque es definida en (22): 
 
 
𝐸(𝛽) =  ∑(𝑦𝑖 − 𝑢(𝛽))2          (22)
𝑚
𝑖=1
 
 
 
Siendo 𝑦𝑖 los datos de entrada referentes al torque tomados de la dinámica del 
sistema, 𝑢 la salida del sistema difuso tomada de (10) y 𝑚 a la cantidad de 
datos de entrenamiento. 
 
 
 
2.4.3 Resultados de los parámetros de premisa y las funciones de pertenencia 
 
Tras haber culminado el proceso de entrenamiento ANFIS con doscientas 
épocas, los parámetros de premisa y los valores numéricos en las funciones de 
pertenencia de la salida del sistema difuso son aquellos encontrados en el 
Anexo 3. 
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3. RESULTADOS EXPERIMENTALES 
 
El ambiente computacional encargado de integrar la estructura de la planta, el 
controlador y la visualización del modelo CAD es el software Simulink, donde la 
etapa de simulación evaluada consta de tres secciones, teniendo en primera 
instancia el sistema de control aplicado sobre el péndulo bidimensional, luego 
el sistema de control aplicado sobre la planta triaxial y por último, la 
comparación entre el controlador difuso y un controlador PID. 
 
 
3.1 SISTEMA DE CONTROL APLICADO SOBRE EL PÉNDULO 
BIDIMENSIONAL 
 
El modelo matemático del sistema bidimensional hallado en (5) y (6) es 
transformado en el diagrama de bloques de la Figura 13. Adicionalmente dentro 
del modelo, se incorporan perturbaciones como torques externos en el péndulo 
con el fin de verificar el comportamiento del controlador frente a condiciones 
súbitas. 
 
Figura 13. Diagrama de Bloques del Péndulo Invertido con Rueda de 
Reacción 
 
[Autor] 
 
 
El controlador es posteriormente adecuado con el número correcto de entradas 
y salidas, funciones de pertenencia y los valores resultantes del proceso 
adaptativo utilizando el editor FIS incluido en el software Matlab (Figura 14.) 
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Figura 14. Editor FIS 
 
[Autor] 
 
 
Antes de ejecutar la simulación, el controlador difuso es conectado con la 
planta en lazo cerrado, retroalimentando las variables referentes al ángulo de la 
barra, la velocidad angular de la rueda y la velocidad angular de la barra 
(Figura 15). 
 
 
Figura 15. Sistema de Control Difuso en Lazo Cerrado con el Péndulo 
Bidimensional 
 
[Autor] 
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Utilizando a su vez los parámetros físicos mencionados a continuación: 
 
 
Tabla 2. Parámetros Físicos de Simulación 
g= 9.8 
 
r= 0.05 
 
B1= 0.1 
 
B2= 0.1 
 
L1=sqrt(2*(0.15^2))  
 
L2= L1/2 
 
M1= 0.2  
 
M2= 0.3 
I1P1= (M1*(L1^2)) 
 
I2P2= M2*(r^2) 
 
 
Al finalizar, la simulación arroja muestras del satisfactorio comportamiento del 
controlador frente a condiciones iniciales en el ángulo del péndulo diferentes de 
cero y ante perturbaciones tipo impulso de 0.4 Nm sobre la estructura en 
distintos periodos de tiempo. 
 
 
Figura 16. Gráficas del Péndulo Bidimensional (Controlador Difuso) 
 
[Autor] 
 
 
Sin embargo, la estabilización de la planta contiene errores de estado 
estacionario de aproximadamente 6.3074e-07 radianes en el ángulo del 
péndulo, por lo cual la señal de la rueda permanece constante sobre un valor 
diferente de cero independientemente de la inmovilidad de la estructura; esto 
no afecta el equilibro del sistema debido a la inhabilidad de la rueda de generar 
torque sobre todo el conjunto con velocidades constates. 
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El comportamiento demostrado en las gráficas puede ser igualmente 
visualizado con el Simulink 3D Animation Toolbox. La conexión entre el diseño 
CAD y el Toolbox debe tener como primera medida la adecuación de las piezas 
que constituyen el péndulo utilizando el software Vrbuild2, aplicación también 
proporcionada por Matlab. Asegurando la compatibilidad del modelo CAD con 
Simulink, la animación es incorporada en el Anexo 4 y la imagen previa del 
entorno animado es la Figura 17. 
 
 
Figura 17. Entorno de Animación 3D 
 
[Autor] 
 
 
 
3.2 SISTEMA DE CONTROL APLICADO SOBRE EL PÉNDULO TRIAXIAL 
 
Del mismo modo que en la sección anterior, las ecuaciones del sistema triaxial 
son adecuadas como diagramas de bloques en Simulink. Internamente, cada 
bloque con el nombre “Pendulo” contiene el sistema de control en lazo cerrado 
con el sistema bidimensional ilustrado en la Figura 15, adecuado con entradas 
y salidas adicionales correspondientes a los acoples (Figura 18). 
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Figura 18. Sistema de Control Difuso en Lazo Cerrado con el Péndulo 
Triaxial 
 
[Autor] 
 
 
Antes de ejecutar la simulación, el posicionamiento de los péndulos es 
modificado con condiciones iniciales diferentes de cero. Luego, se incorporan 
perturbaciones de tipo impulso en uno de los ejes con la finalidad de corroborar 
los efectos de acople y la efectividad de los controladores difusos (Figura 19). 
 
 
Figura 19. Gráficas del Péndulo Triaxial 
 
[Autor] 
 
 
Como consecuencia de la disposición de todos los elementos en sus 
respectivos ejes, los efectos de las perturbaciones aplicadas en el Péndulo 1 
afectan mínimamente la dinámica de los demás componentes del sistema, aun 
así, cuando las variaciones no representan efectos de inestabilidad críticos, los 
controladores difusos continúan ejerciendo sus acciones respectivas 
compensando los efectos de acople (Figura 20). 
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Figura 20. Efectos de Acople y Estabilización del Sistema Triaxial 
(Controlador Difuso) 
 
[Autor] 
 
 
3.3 RESULTADOS EXPERIMENTALES COMPARATIVOS 
 
La culminación de la etapa experimental referente a la aplicación del 
controlador neuro-difuso trae consigo misma incógnitas causadas por la 
ausencia de referencias que evalúen comparativamente la eficacia de las 
acciones encargadas de estabilizar tanto el péndulo bidimensional como el 
péndulo triaxial. 
 
Dentro de la amplia gama de métodos de control existentes, es pertinente 
realizar la equiparación del sistema neuro-difuso frente a un controlador 
distinguido por su simplicidad y recursiva integración en diversos sistemas 
físicos como lo es el PID. 
 
A diferencia del controlador neuro-difuso, el cual únicamente requiere cierta 
cantidad de datos pertenecientes a la dinámica de la planta para ejecutar el 
proceso de entrenamiento y efectuar debidamente cada acción de control, el 
controlador PID precisa del modelo matemático de la planta linealizado 
alrededor de un punto de operación deseado, obteniendo con esa estructura 
los parámetros internos apropiados encargados de la estabilización de los 
péndulos. Partiendo de este hecho, las constantes que describen el controlador 
PID e inicialmente estabilizan el péndulo invertido bidimensional son aquellos 
mencionados en la Tabla 3. 
 
 
Tabla 3. Parámetros del Controlador PID 
Constate Proporcional: - 47.85069 Constante Derivativa: 0 
 
Constante Integral: - 891.0870  
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El controlador PID, al estar basado en el modelo matemático de la planta 
donde la variable de salida es el posicionamiento del péndulo, sustituye dentro 
del sistema en lazo cerrado las tres entradas de retroalimentación utilizadas 
sobre el controlador neuro-difuso únicamente por el error en el ángulo de la 
barra (Figura 21). 
 
 
Figura 21. Sistema de Control PID en Lazo Cerrado con el Péndulo 
Bidimensional 
 
 
 
Luego, en la etapa de simulación, como los parámetros internos del controlador 
toman en consideración la dinámica total de la planta sobre el punto de 
operación deseado, es posible notar en la Figura 22 errores de estado 
estacionario menores en el posicionamiento del péndulo (7.0882e-09 radianes), 
una reducida cantidad de oscilaciones y respuestas más veloces ante cambios 
abruptos y perturbaciones, comportamientos logrados específicamente por las 
características de la acción integral. No obstante, la magnitud del ángulo como 
respuesta a la compensación de las perturbaciones es levemente mayor. 
 
 
Figura 22. Gráficas del Péndulo Bidimensional (Controlador PID) 
 
[Autor] 
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Por último, para determinar la funcionalidad del controlador PID en el péndulo 
triaxial, se adecúa el sistema de control en lazo cerrado de la Figura 21 de tal 
forma que cobre semejanza con el diagrama de bloques en la Figura 18 el cual 
integra los efectos de acople. Durante la etapa de simulación, el 
comportamiento del controlador ante condiciones iniciales diferentes de cero y 
perturbaciones tipo impulso en uno de los ejes es el idóneo, compensando 
acciones externas sobre la planta y estabilizando todo el sistema alrededor del 
punto de operación preestablecido con reacciones similares al sistema de 
control en lazo cerrado utilizando el péndulo bidimensional (Figura 23). 
 
 
Figura 23. Efectos de Acople y Estabilización del Sistema Triaxial 
(Controlador PID) 
 
 
 
 
4. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 
Tras la culminación del modelado matemático de la planta y la caracterización 
de los parámetros internos del sistema neuro-difuso, se logró cumplir a 
cabalidad el propósito general del diseño, el cual consta de un controlador no 
lineal multivariable encargado de estabilizar el sistema triaxial mediante ruedas 
de reacción. 
 
Aun cuando el controlador no lineal está basado en interpretaciones sujetas al 
error humano y además dispone parcialmente del modelado matemático del 
sistema triaxial con el único propósito de adquirir datos provenientes de las 
variables que describen superficialmente la dinámica de la planta, los procesos 
de identificación, fuzzificación y defuzzificación seleccionados bajo los criterios 
previamente mencionados acondicionan correctamente el comportamiento de 
la señal de control.  
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Respecto a la etapa experimental comparativa, una vez obtenidos los 
resultados del control PID ante diferentes circunstancias, es posible notar la 
estrecha similitud entre sus señales de control con aquellas del sistema neuro-
difuso; no obstante, el controlador no lineal puede presentar un desempeño 
similar al del PID. Con el fin de aumentar la eficiencia del controlador neuro-
difuso, se recomienda la implementación de una entrada adicional 
correspondiente a la integral del error en el ángulo de la barra y una mayor 
cantidad de funciones de pertenencia en las entradas, adquiriendo de esta 
forma rangos de precisión más elevados en las mediciones alrededor del punto 
de operación. 
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